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Tout ne m&rite pas d’ctre nommii. Lebcsque, dans uric lettre ir Denjo) 
Le present article n’a pas l’ambition de presenter des rtsultats originaux, 
mais celle de mettre a la portie de mathematiciens susceptibles de les 
utiliser quelques resultats bien connus... ‘des sptcialistes (qui sont d’aufres 
mathematiciens). Pour expliquer de quoi il s’agit, le mieux est peut-etre de 
partir de celui qui m’a motive au depart pour l’ecrire; c’est le suivant, ou 
r(T) dtsigne le rayon spectral de T: 
THJ?OR&ME 1. Soit E I’espace L”(p) oti 1 <p < + 00 et (X, Z, p) est un 
espace muni d’une mesure o-finie. Supposons que T E Y(E) soit un opkateur 
donnP par un noyau K 2 0 (Z x C)-mesurahle vPr$ant Ies deux hypothkses 
suivantes: 
‘(i) Unr certuine puissance T” de T est compacte. 
(ii) Si SE Z, p(S) > 0 et p(X- S) > 0 entrafnent 
I I K(s, t) d/i(s) dp( t) > 0. x-s s (*) 
Alors r(T) > 0 est une valeur propre simple de T correspondant a une 
fonction propre f verifiant f(s) > 0 p-presque partout. De plus, si K(s, t) > 0 
,U @ p-presque partout, alors toute autre valeur propre II de T a un module 
14 <r(T). 
Voili un enonce dont la comprehension est presque a la port&e d’un 
etudiant en tin de maitrise. Tel que je viens de le traduire (au mot “simple” 
pres), il se trouve p. 337 du livre de Schafer [18] qui le prisente comme “a 
general version of a classical theorem on kernel operators (theorem of 
Jentzsch)“. Or je sais, pour avoir lu et essay6 d’utiliser le resultat classique 
(Jentzsch [IO]), que la version donnee ici n’est pas seulement plus 
generale, elle est beaucoup plus puissante. (C’est ici un bon endroit pour 
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remercier T. Ando d’avoir attire mon attention sur ce rtsultat.) En par- 
ticulier, on peut la transferer a des sous-espaces de Lp (Ando et Zerner 
[2, proposition 3, p. 1351). 
Le probleme est que pour comprendre la demonstration de Schafer il 
faut lire une partie considerable des 336 pages prtcedentes. Du moins ttait 
ce nicessaire quand j’ai commence a ecrire le present article. Un resultat 
recent (De Pagter [7]) permet d’en simplifier une partie. Cet exercice n’est 
pas gratuit car l’enonce se decompose alors en divers resultats partiels dont 
plusieurs ont des hypotheses plus gentrales. L’hypothese de compacite en 
particulier peut-&tre affaiblie. Certains des resultats sont valables dans des 
espaces ordonnts beaucoup plus generaux que les L” et completent sub- 
stantiellement la theorie de Krein et Rutman [ 121. On peut raison- 
nablement esptrer qu’ils rendront service, par exemple, aux mathematiciens 
dits appliques qui travaillent sur les equations de transport. Or un sondage 
d’opinion effect& aupres d’un ichantillon reprtsentatif de la population 
concernee m’a appris que ces mathematiciens ne lisent et ne liront pas 
Schaefer qui vise le maximum de gentralite au prix d’un niveau d’abstrac- 
tion extremement Cleve et de la necessite d’assimiler un vocabulaire con- 
siderable. Je doute qu’ils liront de Pagter qui renvoie d’ailleurs au livre de 
Schafer pour les bases de la theorie. 
L’objectif du present article est done de leur fournir des demonstrations 
des differentes composantes du thtorime 1. en limitant le recours aux 
objets les plus abstraits. Par un paradoxe apparent, la demonstration de de 
Pagter, qui concerne les espaces de Banach reticules (Banach lattices), per- 
met d’economiser cette structure et de se limiter aux ideaux dans les Lp. 
Je n’aborde pas dans cet article les methodes probabilistes; elles sont de 
nature differente de celles vues ici. Souvent plus puissantes, elles s’appli- 
quent dans des situations plus particulieres (Doob [8, sect. V $51 et 
Dacunha-Castelle et Duflo [6] ). 
I. Pr~liminuks. 1. ThCorie spectrale. 2. Divers espaces de Banach ordomk II. 0pProkwr.r 
posit@. 1. Gtnkralitks sur les espaces de Banach ordonnks. 2. Proprittks spectrales gknkrales 
des opkateurs positifs. 3. Les irrkductibles et la simplicitk. 4. La propriktk (PF) (spectre 
ptriphtrique fmi). III. Le cus &s espuces Lp. 1. Premitres proprittb. 2. Les idkaux. 3. Stricte 
positivitt: du rayon spectral. Epilopue. Appendice. 
1. PR~LIMINAIRES 
Cette premiere partie sert surtout a fixer des conventions et des 
notations. Le signe 1 denote la fin d’un enonce ou dune demonstration. Let 
me remind non French readers that it is usual in French to use “positif’ for 
non negatbe, positive being specified as “strictement posit$” 
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1. Thiorie spectrale 
Ici et dans toute la suite de cet article, le mot opirateur designera une 
application lineaire continue d’un espace de Banach E dans lui-m&me, ce 
qui simplitie beaucoup la theorie spectrale. Ce qui en est dit ici se trouve 
demontre dans beaucoup d’ouvrages, en particulier Kato [ It]. Je ne don- 
nerai les demonstrations que pour ce qui se rapporte a la methode des 
puissances it&es. Le dual de E sera note E’ et la valeur de la forme 
lintaire y appliquee au vecteur x, ( y, X) ou (x, y) ou encore (y, x) E’, E 
ou (x, Y)~, E’ s’il y a lieu de preciser. T’ est l’operateur transpose de T. 
Si T est un optrateur, I’ensemhle rksolvant p(T) est l’ensemble des nom- 
bres complexes ,I tels que ,I - T soit inversible, la risoluante, notee R(A) ou 
R,(i) selon qu’une confusion est a craindre ou non, dtsigne aussi bien 
l’operateur (A - T) ~ ’ que l’application correspondante de p(T) dans Y(E). 
Ici et par la suite, on emploie l’abus de notation consistant a utiliser le 
mCme symbole pour un espace vectoriel reel et son complexifie; le contexte 
se chargera de lever l’ambigui‘ti. Le signe choisi dans la definition de la 
resolvante n’est peut-&tre pas le plus usuel; il a ete choisi de telle facon que 
le coefficient de Tk dans la serie de Neumann soit positif. Le spectre, com- 
plementaire de l’ensemble resolvant est note c(T). C’est un compact non 
vide et le maximum des modules des valeurs spectrales (points du spectre) 
est le ruyon spectral r(T); lorsqu’il n’y aura pas d’ambigui’te, je me permet- 
trai d’ecrire r pour r(T). 
TH~OR~ME DE GEL'FAND. r(T) =lim,,,, 11 TkIl ‘;k. 1 
Le disque ferme centre a l’origine et de rayon r(T) s’appelle disque spec- 
tral et sa front&e, cercle spectral. Un operateur dont le rayon spectral est 
nul est dit quasi nilpotent. 
En dehors du disque spectral, la rtsolvante est don&e par la sPrie de 
Neumann 
k=O 
T et R(2) commutent et on a I’identitP de la rksolvante 
Sur p(T), la risolvante est une fonction analytique qui ne reste bornee au 
voisinage d’aucun point de la front&e. Plus precisement, si une suite de 
points &, E p(T) a pour limite 2 E a(T), la suite d’operateurs (R(A,,)),, n’est 
pas born&e. 
On dit qu’un compact Kc g(T) est isolt dans o(T) s’il existe un 
voisinage I/ de K (que nous prendrons ferme a front&e smfkamment 
sxo:7?“-!! L 
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rttgulikre) qui ne rencontre pas o(T) -K. Dans cette situation, si ;’ dksigne 
la frontihe orientke de V, I’opkrateur 
P = ( 1/2i7r) J’ R(A) &. 
est un projeteur appeli: projecteur spectral associk A K qui commute avec T. 
L’image de P, que nous noterons E,,, est le sous-espace propre (algPhrique), 
ou sowespace spectral, associk i K. (Le sous-espace propre gttomktrique est 
celui des vecteur propres, il est Cvidemment contenu dans le sous-espace 
propre algkbrique). Notons E, l’image de I- P, les spectres des restrictions 
TI E, et Tl E, sont K et a(T) - K respectivement (th&orSme de la Gparation 
spectrale). 
Le cas le plus important est celui oti K est rkduit A un point & qui est 
done un point singulier is016 de la rksolvante. Soit 
R(i) = C a,(j. - 1,)’ 
le dkveloppement de Laurent autour de ce point. On a pour k strictement 
positif: 
a k = (T-A,)‘-’ P. (1) 
En particulier, /lo est un p&e si et seulement si (T- A,) 1 E, est nilpotent, 
et tout p61e de la rtsolvante est une valeur propre. Une valeur propre A0 est 
dite semi-simple si TI E, se kduit A la multiplication par A0 (en d’autres ter- 
mes si les sous-espaces propres algtbrique et gkomttrique co’incident). Si A0 
est un point isoli: du spectre, une condition nticessaire et suffisante pour 
qu’il soit une valeur propre semi-simple est que ce soit un pble d’ordre un. 
Une valeur propre sera dite simple si elle est un point isoli: du spectre et si 
le sous espace propre algkbrique associk est de dimension un (elle est done 
en particulier semi-simple). Nous dirons encore qu’une valeur propre est de 
multiplicitk iinie si elle est isolCe dans le spectre et le sous-espace spectral 
associi: est de dimension finie. Elle est alors nkessairement une valeur 
propre et un p61e de la rksolvante. 
Si .f est une fonction analytique sur un voisinage du spectre, on pose 
,f’( T) = (1/2in) !” f(A) R(A) d/l 
: 
oti y entoure une fois le spectre dans le sens direct. Si f est une fraction 
rationnelle, cette dkhition co’incide avec celle qu’on obtient A partir 
des optrations algkbriques. Le spectre de f(T) est f(o( T)) (thPor&me de 
l’application spectrale). 
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Si, pour un certain entier strictement positif n, I’operateur T” est com- 
pact, les valeurs spectrales de la rtsolvante sont, a l’exception de zero, des 
poles de la resolvante ou les coefficients de Laurent d’indice negatif sont de 
rang fini (en particulier le sous-espace propre est de dimension linie). Pour 
n = 1, ce theoreme se trouve dans les ouvrages auxquels il a ete fait 
allusion. On l’en deduit pour les autres valeurs de n grace a la formule 
R,(q=(T”-‘+T”-*A+ “. +J2-l)RTn(n’y (2) 
valable pourvu que I” n’appartienne pas au spectre de 7”‘. 
Le transpose T’ de T a m&me ensemble resolvant que lui et on a 
R,(A) = (R,(%))‘. 
En particulier si P et P’ sont les projeteurs spectraux de T et T’ respec- 
tivement associes a un m&me compact isole dans o(T), les images de P et 
Z-P’ sont polaires l’une de l’autre, et de m&me les images de P’ et I- P. Si 
K est reduit a une valeur propre simple 1, de T c’est aussi une valeur propre 
simple de T. Soient u et U’ des vecteurs propres de T et T lui correspon- 
dant. P est donne par la formule: 
Px= (u’, u) ‘(ll’, x) u. 
Terminons par une ou deux remarques sur la methode des puissances 
iterees, en nous limitant a sa forme la plus simple, c’est-a-dire 
Algorithme des puissances it&es 
* Donnees: un espace de Banach E et un operateur T sur E, 
* choisir x E E, 
* r&peter x:= TX//\ TxI( jusqu’au test d’art%. 
PROPOSITION 1. Supposons que r(T) soit la seule valeur spectrale sur le 
cercle spectral et un pale de la resolvante. Notons P, E,,, E, le projeteur spec- 
tral associe a r(T), le sous-espace propre et l’image de I - P et supposons 
aussi que le vecteur initial choisi darts l’algorithme des puissances itertes 
n’appartienne pas a E,. Alors l’algorithme ci-dessus converge vers un vecteur 
propre associt a r(T). Si de plus r(T) est un pale simple (ou mPme semi- 
simple), la convergence est exponentielle. i 
Remargue. Si r(T) est un pole de la resolvante et si t est un nombre 
strictement positif, l’operateur T + t, qui a les m&mes vecteurs propres que 
T, verifiera les hypotheses. 
Demonstration. Soit x0 le vecteur initial et posons 11 T”x,ll =p,. La suite 
definie par l’algorithme s’tcrit alors: 
xn=p;‘T”xo= p,‘[T”Pxo+ Ty- P)x,] 
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Posons encore 
et ttudions d’abord la convergence de J’,,. Soit k le plus petit entier tel que 
(T-r)hP.u,,=o. 
Les vecteurs T’Px, restent dans le sow-espace vectoriel F de dimension k 
engendri par les vecteurs 
e, = (T- r)’ Px,,, ,j=O ,..., k- 1. 
Notons que ek , est un vecteur propre. Un calcul elementaire montre que 
pour n>,k- 1, 
T’Px, = [(T- r) + r]” Px,, = C CI,P’e, 
/=o 
oti Cl, est le coefficient du binome. En particulier le rapport du coefficient 
de e, , a tous les autres dans cette formule tend vers l’inlini avec n. I1 en 
resulte que la suite des Y,~ tend vers un vecteur de la forme ce, , Ce vec- 
teur est non nul puisque de norme 1, c’est done un vecteur propre comme 
ek ~, D’autre part, pour n tendant vers l’inlini on a 
(3) 
oh c’ est lui aussi non nul. Remarquons enfin que si k est egal a un, en 
particulier si Y( 7’) est un pole simple, la suite des J,~ est stationnaire. 
Passons a l’etude de 7”‘(Z- P) x0. Le rayon spectral r” de la restriction 
de T a E, est strictement plus petit que r. Soit r’ E ]r”, r[. D’apres le 
thtoreme de Gel’fand, on a pour n assez grand 
(4) 
La comparaison de cette intgalite avec la formule (3) montre que 
Pn - II T”&ll. 
On a maintenant 
x, = (II ~“P.d/~,)b,, + II T”f’x,ll ~’ T’Y- PI x01 
Le facteur entre parentheses tend vers un et, d’apres (3) et (4), le deuxieme 
terme du crochet est major+ en (r’/r)“, d’oh 
lim x,, = lim y,, = cek , . 
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Le complement concernant les poles simples est facile compte tenu de 
(3) (4) et la stationarite des y,. 
2. Divers espaces de Banach ordonnPs 
Si X est un espace topologique, nous noterons %‘(X) l’espace de Banach 
des fonctions continues bornees sur X muni de la norme du sup. 11 est 
ordonnt par la relation fag si Vx E X, f(x) >g(x). Le cas ou X est com- 
pact jouera un role important dans la suite. Lorsque X est seulement 
localement compact, usage sera fait de 9$(X), le sowespace ferme des 
fonctions tendant vers zero a l’intini (rappelons que l’expression ‘tf tend 
vers zero a l’infini” signifie que pour tout nombre strictement positif E, il 
existe un compact K tel que x $ K* If(x)] GE). Ces notations seront 
utilisees de facon systematique dans la suite. Remarquons que si Y est un 
ouvert de X, V&(Y) s’identitie naturellement au sous-espace de %&:0(X) forme 
des fonctions qui s’annulent en dehors de Y. 
Lorsqu’il sera question d’espaces de Sobolev, la definition choisie dans le 
cas des indices de regularite non entiers importera peu. La notation sera 
W”,“(Q) pour l’espace de Banach des fonctions localement integrables dont 
les dtrivtes au sens des distributions jusqu’a l’ordre s appartiennent a Lp 
sur l’ouvert Q c W. L’ouvert D sera suppose borne pour simplifier et tou- 
jours “suffisamment regulier’. Sauf exception, I’existence d’un opirateur de 
prolongement a P”(W) suftira; on sait (Adams rt al. [ 11, Stein [20] ) 
que c’est une condition faible, veritiee en particulier par les ouverts a fron- 
tiere lipschitzienne. Elle assure en particulier la densite dans l+“~p(Q) des 
restrictions a 52 de fonctions indttiniment differentiables dans [w”. 
Donnons maintenant les conventions qui seront utilisees en ce qui con- 
cerne les espaces mesurables et mesures. Un ensemble X sera appele espace 
mesurahle si on y a detini une tribu 0, c’est-a-dire un ensemble de parties, 
dite mesurables, stable par intersection denombrable et passage au com- 
plementaire comprenant l’ensemble vide. Nous parlerons dans ce cas d’en- 
semble mesurable X saris preciser la tribu. Une fonction (a valeurs reelles 
ou complexes pour ce que nous aurons a faire) sur X est alors dite 
mesurable si l’image reciproque d’un ouvert est un ensemble mesurable. Un 
premier exemple d’espace de Banach ordonne est B(X), l’ensemble des 
fonctions mesurables bornies muni de la norme du sup et ordonne par la 
relation d’ordre usuelle (f> g si Vx E X, f(x) 2 g(x)). On ne le confondra 
pas avec un espace L’” qui est un espace de classes de fonctions et suppose 
done qu’on ait detini une mesure. On ne reviendra pas par la suite sur 
cet espace B(X), laissant au lecteur le soin de verifier les resultats qui s’y 
appliquent. 
Rappelons qu’on appelle mesure positive sur un espace mesurable X une 
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application p de 0 darts rW + (I’ensemble des reels positifs complete par 
+ co) verifiant les deux proprietts suivantes: 
(i) si An B=@, ~(Au B)=p(A)+,u(B), 
(ii) si (A,,) est une suite decroissante d’ensembles mesurables d’inter- 
section vide, lim p( A,) = 0. 
Quand il s’agira d’une telle mesure nous ferons toujours et saris 
l’expliciter l’hypothbe qu’elle est a-tinie, c’est-a-dire qu’il existe une suite 
d’ensembles de mesure finie dont la reunion est l’espace entier. Une mesure 
positive p est dite bornte si p(X) est un nombre reel (fini); il en est alors de 
m&me pour tout ensemble mesurable. Soient p et \I deux mesures positives 
borntes. Pour tout ensemble mesurable A, posons 
G(A)=p(A)-v(A). 
W s’appelle une mesure born&. Les formules 
cG+(A)=sup{cG(B); BE@, Bc Af, 
0 (A)= -inf{G(B); BE@, Bc A} 
detinissent deux nouvelles mesures positives bornees. On a 
et l’expression: 
llOll =W’(X)+-o (X) 
definit sur l’ensemble des mesures bornees une norme qui en fait un espace 
de Banach que nous noterons M(X). Sur cet espace est dtlinie une relation 
d’ordre: p 3 v si p - v est une mesure positive. Lorsque X est localement 
compact, mttrisable et reunion denombrable de compacts, si on prend 
pour 0 la tribu borelienne (la plus petite tribu comprenant les ouverts), 
M(X) s’identilie a @‘$,(X) (mesures de Radon). 
Si sur un espace mesurable X on lixe une mesure positive p, l’espace 
devient mesurk On complete alors la tribu en la tribu des ensembles p- 
mesurables et on definit les espaces Lp comme dans le cas de la mesure de 
Lebesgue. 
Voici un exemple plus exotique et plus particulier (qui est d l’origine de 
mon inter& pour cette thtorie). Notons B l’espace de Bargmann; c’est l’en- 
semble des fonctions analytiques sur C tout entier de carrt integrable par 
rapport a la mesure exp( -x2 - y”) dx dy. C’est un espace de Hilbert muni 
du produit scalaire 
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11 peut etre muni d’une relation d’ordre en posant ,f>g si pour tout x 
reel positif, f(x) > g(x). (Voir dans Ando et Zerner [2] ce qu’on peut faire 
avec cette relation d’ordre). On peut delinir une relation d’ordre analogue 
sur tout espace de fonctions analytiques sur un voisinage complexe dun 
intervalle reel. Nous aurons besoin d’une autre caractirisation des 
fonctions appartenant a l’espace de Bargmann; ce sont celles qui s’ecrivent 
C ckzk avec C Ick12 k! < 00 (Bargmann [3]). 
II. OP~RATEURS POSITIFS 
1. GPnkralitks sur les espaces de Banach ordonnks 
Procedons d’abord a une visite sommaire des propriites abstraites a 
attendre d’une relation d’ordre sur un espace de Banach. 
Notons E un espace vectoriel (la norme n’interviendra que plus tard) 
muni d’une relation d’ordre et C l’ensemble des elements superieurs a 0 
(cette notation sera utilisee systtmatiquement). La premiere chose qu’on a 
envie de demander est l’invariance par translation: 
dont on deduit immediatement: 
et par l’intermtdiaire de la transitivite de la relation d’ordre 
c+ccc. 
11 resulte de la qu’on peut additionner les inegalites: 
x1 dy, et x2~Y2’x,+x2<y,+yz. 
Deuxieme demande naturelle: le produit par un nombre positif conserve 
les inegalites, en d’autres termes, plus formels: 
x6y et t>O*tx<ty, 
Cette nouvelle proprittt Cquivaut maintenant au fait que C est un cone 
convexe. 
Remarquons que, 0 ttant le seul element a la fois plus petit et plus grand 
que 0, ce cone C est saillant 
XEC et -.YEC*X=O. 
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Munissons maintenant E d’une norme. Nous sommes amen& a deman- 
der qu’une limite d’tlements superieurs a 0 (nous dirons dtsormais positifs) 
soit encore superieure a 0, ce qui revient a dire que C’ est fermt. 
I1 est temps de condenser les considerations qui precedent. 
DEFINITIONS 1. On appelle espucc & Bunach ordon& un espace de 
Banach muni d’un cone convexe saillant fermt. Les elements appartenant a 
ce cone sont dits positifs. La relation .Y 3 y signifie que .Y -J’ est positif. Un 
opkratrur d’un espace de Banach ordonne dans un espace Banach ordonne 
est dit positif s’il transforme les elements positifs en elements positifs. 1 
(Tout ceci pouvait etre dit mot pour mot s’agissant d’espaces vectoriels 
topologiues.) 
Un prod&, une somme, une limite d’operateurs positifs sont visiblement 
positifs. 
Parmi les operateurs positifs, les formrs /inPaires positives meritent un 
interet particulier. Nous noterons C’ l’ensemble de ces formes. C’est un 
cone convexe ferme. I1 est saillant si et seulement si C est total. 
11 y a done lieu de passer les exemples en revue pour verifier que le cbne 
positif est total. Nous verrons par la m&me occasion s’il est generateur 
(dans le cas reel, cela revient a dire que tout vecteur est difference de deux 
vecteurs positifs). C’est le cas dans les espaces E(X), uO;(X), M(X), L”, dans 
lesquels on peut prendre la valeur absolue d’une fonction ou d’une mesure. 
Si s/p > n, les elements de W‘.” sont des fonctions borntes; elles sont done 
difference de leur borne superieure et d’une fonction positive. Nous verrons 
plus loin que le cone positif n’est pas generateur dans WY,” pour s stric- 
tement nigatif. Par contre il est total, puisque le sous-espace vectoriel des 
fonctions qui sont restrictions de fonctions indeliniment differentiables dans 
R” est dense, et qu’il est engendre par des fonctions positives (m&me raison- 
nement que ci-dessus). Les fonctions dont les coefficients de Taylor 
McLaurin sont positifs forment un ensemble total dans l’espace de 
Bargmann. Ces fonctions sont a fortiori positives. 
Supposons que C soit generateur et soit B un ensemble minore et majore 
de formes lineaires continues sur E (en fait on peut demontrer que si C est 
gentrateur, toute forme lineaire positive est continue). Je dis que B est 
borne en norme. Soient en effet 14” et u, un minorant et un majorant de B. 
Tout element x de E peut s’tcrire .Y =J’ - I’ ou y et z sont positifs. On a 
alors pour toute u E B, 
<U”,I.) t <U,r3 >~(u,.u>~(u,,~l>+(ug,--) 
ce qui montre que B est *-faiblement borne, done borne. 
Un raisonnement en tous points analogue montre que si C’ est 
generateur, tout ensemble minore et majort dans E est borne en norme. 
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Revenons alors aux espaces de Sobolev. Supposons s > 0 et notons 
comme d’habitude W;J’ l’adherence de l’ensemble des fonctions 
indefiniment differentiables a support compact dans L?. On construit 
facilement dans IV;” des ensembles de fonctions comprises entre 0 et 1 qui 
ne sont pas born& en norme, ce qui montre, en utilisant I’un ou I’autre des 
resultats qu’on vient d’etablir que dans W - L~:‘P ‘) le cone positif n’est pas 
generateur. 
PROPOSITION 1. Soit dam un espace de Banach ordonni E un vecteur a 
non positif (a f$ C). II existe une forme liniaire confinue positive u telle que: 
(u,a)= -1. 
Dkmonstration. D’apres le theoreme de HahnBanach geometrique 
(Bourbaki [4, Chap. 11, Sect. 3, proposition 43 etc.), i! existe une forme 
affine continue U, telle que 
u,(a)<0 et t/x E c, u,(x)>O. 
Appelons u la forme lineaire associee 
(u,.~)=u,(x-u,(o). 
On a encore 
(ha)<0 
et, quitte a la multiplier par un nombre positif, on peut supposer que 
(u, a) = - 1. Soient maintenant x et 1’ positifs. On a 
et ce nombre doit etre positif pour tout t positif, puisque y + t.u E C; d’ou 
(u,x)>O. I 
Cette proposition montre que C’ est total pour la topologie faible -**. 
COROLLAIRE 1. Si E est r&‘ex$ C’ est total. 
COROLLAIRE 2. L’ordre induit sur E par E” est identique ti l’ordre initial. 
PROPOSITION 2. Soit T un optrateur sur un espace de Banach ordonnk. 
Pour tout s > r(T), la rkolvante R(s) de T est un opPrateur posit$ De plus, 
la ,fonction 
SI--+ R(s) 
est dkcroissante sur ]r( T), co [. 
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DPmonstration. Pour s > r(T), la resolvante est donnee par la serie de 
Neumann 
R(s) = i Tk.r (k + II 
h-0 
oti chaque terme est positif et dtcroissant. 
2. PropriPtk spectrales gPnPrales des opkateurs posit@ 
Nous allons demontrer que le rayon spectral d’un operateur positif 
appartient au spectre. La generalitt de l’hypothese sur l’espace se paiera 
d’une hypothese assez sptciale sur l’operateur. Le resultat remonte a Krein 
et Rutman [12] dans le cas des operateurs compacts, la version qui sera 
donnte ici est le theoreme 2.4 de l’appendice de Schaefer [ 161 avec un 
affaiblissement insignifiant de l’hypothese. La demonstration repose sur un 
resultat d’analyse classique, le thkortime de Pringsheim, on devrait peut-etre 
l’appeler thtoreme de Vivanti (cf. Tricomi [21]), que nous demontrerons 
d’abord. 
TH~OR~ME (de Pringsheim). Lr rayon de convergence d’une sPrie entikre 
ri twfficirnfs posit@ rsf WI point singufier de la ,fonction somme de crtte 
shrie. 
Dkmonstration. Soient ak les coefficients de la serie consideree, ,/’ sa 
somme, r son rayon de convergence; soit enfin a E 10, r[. On a, au moins 
pour f E ]a, r[, 
f(f)=.f(a+f-a)= i ak(a+[I-a])A= i i a,Cia’ ‘(t-u)’ 
x=0 h=O,=O 
= $, t a,qu” 
;=Ok=, 
oti C’i designe le coefficient binomial. L’interversion des sommations et le 
regroupement des termes sont permis sans changer la convergence puisque 
tous les termes des series concerntes sont positifs. Supposons que pour une 
certaine valeur de I strictement superieure a a l’avant-derniere serie con- 
verge. La derniere serie converge alors aussi et par consequent son rayon 
de convergence est au moins tgal a t: t < r. I1 en resulte que le rayon de 
convergence de la serie entiere en (t-a) est exactement egal a r-a (de 
toute facon, il ne pouvait pas etre plus petit). Maintenant, si r n’ttait pas 
un point singulier def; cette fonction aurait un prolongement analytique d 
un disque centre en a et de rayon strictement plus grand que r-a, ce qui 
est impossible. 
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FIGURE 1 
PROPOSITION 1. Soient E un espace de Banach ordonne par un cane 
positif total C et T un operateur positif sur E. Supposons qu’il existe sur k 
cercle spectral un point isole du spectre. Alors le rayon spectral de T appar- 
tient a son spectre. Si c’est un pale d’ordre m de la resolvante tous les pales 
situ& sur le cercle spectral sont d’ordre au plus m. 
Demonstration. Nous allons supposer que r(T) appartient a I’ensemble 
rtsolvant et montrer que dans ce cas il ne peut pas y avoir de point isole du 
spectre sur le cercle spectral. Soit done ;1, un nombre de module r(T) tel 
que la resolvante soit analytique sur un voisinage de A,, sauf peut-etre au 
point i, lui-m&me. Notons ak les coefficients du dtveloppement de Laurent 
de cette resolvante au voisinage de A,. 
Soient x et y un vecteur et une forme lineaire continue tous deux positifs. 
Le developpement en puissances de l/I. de la fonction ( y, Rx), donne par 
la serie de Neumann, est a coefficients positifs (voir la demonstration de la 
proposition 1.2). D’apres le theoreme de Pringsheim, cette fonction est 
done analytique en dehors d’un disque de rayon r’ > r(T), en particulier au 
voisinage de I.,. On a done 
Vk<O, (y,a,x)=O. 
Ceci Ctant vrai pour toute forme positive y entraine akx = 0 pour tout x 
positif (proposition 1.1 ).De la il suit que ak = 0 puisque le cone positif est 
total. La premiere affirmation est ainsi demontree. 
Supposons maintenant que r(T) soit un pole d’ordre m de la resolvante, 
2” un pole d’ordre n veritiant I&l = r( T). Reprenons les notations 
anterieures. On a: 
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Prenons < = t& avec f > 0. I1 vient (toujours la skrie de Neumann ) 
d’oh on dtduit: 
I(y,j’~R(j”,+i)x)l~lil” i (l+t) “+“Y ‘“‘~“(y,T%) 
h = 0 
= li”(y, R(r+ Iii) x)1. 
Raisonnons par l’absurde en supposant n > m. Le dernier membre tend 
alors vers 0. On en dkduit comme dans la premikre partie de la 
dkmonstration que a ,, = 0. Contradiction! 
PROPOSITION 2. Soient E un espace de Banach ordonnt par un cane 
positif total C et T un operateur positf sur E. Supposons que le rayon spec- 
tral de T soit un pale de la resolvunte. Alors il lui correspond un vecteur 
propre posit$ 
Demonstration. Soient m l’ordre du p81e r(T) et ak ses coefficients de 
Laurent. On a: 
a ,)1 = lim (2 -r)‘” R(L), 
;. - r 
et en prenant 2 > r, on voit que a ,), est un opkrateur positif. Comme il est 
non nul, il existe un vecteur positif y tel que 
x = u &>O. 
Comme on a 
x est vecteur propre. 
PROPOSITION 3. Soient A et B deux operateurs sur un espace de Banach 
ordonne. Supposons qua 
(i) A a une valeur propre rdelle a correspondant a un vecteur propre 
posit& 
(ii) B est positif et B > A. 
Alors le rayon spectral de B est plus grand ou eggal a a 
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Dimonstration. Raisonnons par l’absurde en supposant a > r(B). Soit x 
un vecteur propre positif de A correspondant a a. Nous avons: 
(a-B)x=(A-B)x<O. 
Mais (a - B))’ est un operateur positif (proposition 1.2) d’oti: 
ce qui contredit la positivite de x. 
Remarque. Si a est le rayon spectral de A, comme dans la 
proposition 2, en particulier si A est positif et compact, la conclusion de la 
proposition 3 est que le rayon spectral de B est plus grand que celui de A. 
Dans ce sens, cette proposition est un resultat de monotonie du rayon 
spectral. 
3. Les irrPductihles et la simplicitk 
Dans iw” ordonne en considerant comme positifs les vecteurs a com- 
posantes positives, une des affirmations du theoreme de Perron-Frobenius 
est que si un operateur positif est irreductible, sa plus grande valeur propre 
est simple. Irrtductible signifie ici qu’aucun des sous-espaces vectoriels non 
triviaux engendrb par une partie des vecteurs de la base canonique nest 
invariant. Une generalisation vient assez naturellement a l’esprit pour les 
espaces de mesures ou de fonctions (nous raisonnerons sur ces derniers). 
Elle consiste a faire jouer le role des sous-espaces engendres par une partie 
des vecteurs de la base canonique par les sous-espaces form& des fonctions 
nulles en dehors dun ensemble donne. C’est bien ce qui va se passer en 
gros. Techniquement, les chases vont etre plus compliquees pour deux 
raisons. Premierement la generalisation que je viens d’indiquer n’est vraie 
dans les Lp que pour p lini. Deuxiemement, on peut obtenir des resultats 
dans des espaces de Banach ordonnes generaux, et il n’y a pas de raison de 
s’en priver. Cela demande une definition plus technique de l’irreductibiliti 
qui sera donnte un peu plus loin. Remarquons pour le moment que, dans 
le cas d’une matrice M, l’irreductibilite est equivalente a la propriete 
suivante: 
Pour tout t strictement plus grand que le rayon spectral de A4 et tout x 
positif non nul, M( t - A4) ~ ’ x est inttrieur au cone positif. I1 sufht d’ailleurs 
que la propriete soit verifiee pour une valeur de t. (Pour la demonstration, 
l’essentiel est que l’irreductibilite equivaut a ce que, pour tout couple (j, k) 
d’indices, il existe une puissance m telle que A4rk # 0.) 
C’est cette propriete caracteristique qui se gentralise le mieux, mais pas 
directement. La condition Z’(t - T)- ‘,Y interieur au cone positif est trop 
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restrictive. Dans L” (p fini), %“(A’), I’espace de Bargmann, le cone positif est 
en effet d’interieur vide. Pour le voir, on peut utiliser le resultat suivant qui 
caracterise de facon algebrique l’interieur du cone positif: 
PROPOSITION 1. Pour qur a soit dans l’inthieur du c&e posit$ il,faut et 
il suffit que pour tout x E E il existe t > 0 tel que 
x d ta. 
DPmonstration. La condition est necessaire. En effet soit p tel que la 
boule de centre a et de rayon p soit contenue dans C, 
aura la propriete voulue. 
La condition est suffisante. Considerons l’ensemble: 
B=(C-a)n(a-C). 
I1 est convexe, symmetrique par rapport a l’origine, fermt et absorbant, 
en d’autres termes c’est un tonneau. D’aprb Banach-Steinhaus, c’est un 
voisinage de l’origine, done C un voisinage de a. 1 
Montrons alors que l’interieur du cone positif de l’espace de Bargmann 
est vide (c’est le plus complique des trois). Soit f une fonction positive 
appartenant a l’espace de Bargmann et 
f(z)=C (k!)p’;2 akzk 
son developpement de Taylor-MacLaurin; la suite des ak est de carre 
sommable. Soit alors (bJ une autre suite de carre sommable telle que: 
lim h,/la,l = + a. 
k-x 
Comme lim ‘: _ ~- g(x)/f (x) = + co, on ne pourra pas avoir g d tj: 
DEFINITION 1. Dans un espace de Banach ordonnt, le point a est dit 
quasi interieur si l’ensemble 
[O,a]= {x;Odxda} 
est total. 
EXEMPLES. (a) Si l’inttrieur de C n’est pas vide, il y a co’incidence 
entre points interieurs et quasi-intbrieurs. I1 est deja clair qu’un point 
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inttrieur est quasi-interieur (proposition 1). Reciproquement soient a 
quasi-inttrieur et b interieur. I1 existe des suites de vecteurs x, et de 
nombres t, telles que 
b = lim x, 
x, 6 t,a. 
Pour n assez grand, x, est dans l’inttrieur de C, t, est strictement positif 
et on en deduit que a est dans l’inttrieur de C. 
(b) Dans Lp (p fini), les points quasi interieurs sont les fonctions 
presque partout strictement positives. En effet, sif s’annule sur un ensemble 
de mesure non nulle, toutes les fonctions qu’elle major,, leurs combinaisons 
lineaires et les limites de ces combinaisons lineaires s’annulent aussi sur cet 
ensemble. Si par contre f est presque partout strictement positive, on a 
QggLP,g30, g = lim min(g, nf) n-cc 
(utiliser le theoreme de la convergence majorte). 
On notera que l’tnonce correspondant pour L” est faux. L” releve de 
l’exemple (a) et les points quasi inttrieurs sont les fonctions minorees 
presque partout par une constante strictement positive. 
(c) Dans les espaces de Sobolev W”~p d’indice s negatif, les fonctions 
appartenant a Lp et qui en sont des points quasi interieurs sont encore des 
points quasi interieurs de w”*P puisque Lp est dense. Dans tous les cas, les 
fonctions minortes par une constante strictement positive sont des points 
quasi interieurs. Si en effet f est une telle fonction, les restrictions a Q de 
fonctions indefiniment differentiables ur Iw” appartient a l’espace vectoriel 
engendrtt par [0, f 1, et ces fonctions sont denses. 
(d) Les points quasi interieurs de %$(X) sont les fonctions strictement 
positives en tout point. 
En effet, si u est une telle fonction et v positive a support compact, 
v = lim min(u, nu), 
n-m 
uniformement d’aprb le lemme de Dini. D’autre part les fonctions positives 
a support compact sont totales dans %$. 
Si X est compact, les points quasi interieurs sont interieurs (exemple a). 
Sinon l’interieur du cone positif est vide puisque pour toute u positive non 
nulle et tout t strictement positif, la fonction u - t& prend des valeurs 
strictement negatives. 
(f) Dans l’espace de Bargmann, les fonctions dont tous les coef- 
ficients de McLaurin sont strictement positifs sont des points quasi 
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intkrieurs puisqu’elles majorent B un coeffkient prks les fonctions de base 
z “I$!. 
La rtciproque est fausse. 11 existe des fonctions ,f’dont un nombre fini de 
coefficients ont strictement nkgatifs, une infiniti strictement positifs et qui 
vkrifient 
V3>0, ,f‘(z) > 0. 
ces fonctions majorent encore h coefficient prtis les fonctions de base (puis- 
qu’elles croissent plus vite qu’elles) et sont en constquence des points quasi 
intkrieurs. 
(g) Dand l’espace %“( [0, 11) des mesures de Radon sur [0, 11, il n’y 
a aucun point quasi inttrieur. 
Soit en effet p une mesure positive. I1 existe toujours un nombre 
a E [IO, l] tel que ,M( { a}) = 0. Soit alors 6, la mesure de Dirac au point u. 
Quels que soient les nombres t, et t, et les mesures V, et \j2 appartenant ri 
CO, PI on a 
Et pourtant le c&e positif est gkkrateur. 
En fait cet exemple est beaucoup plus g&&al, s’ktendant par exemple A 
M(X) pourvu qu’il existe une famille non dtnombrable d’ensembles 
mesurables deux A deux disjoints. 
PROPOSITION 2. Si a est un point quasi inthieur et h une forme liniaire 
continue positive non nulle, on u 
(h, a) >o. 
Dkmonstration. Si (h, u) = 0 alors h s’annule sur [0, a] et done SW 
l’espace vectoriel fermi: qu’il engendre. 
DEFINITION 2. Un opirateur positif A sur un espace de Banach 
ordonrk est dit irrkductible s’il existe un nombre I > r(A) tel que pour tout 
x positif non nul A(& A)- ‘x soit quasi intkrieur. 1 
Un opkrateur non irrtductible sera dit pour abrkger rkductible, quoique 
dans le cas gtnkral cela ne corresponde pas 1 une possibiliti: de rtduction. 
Dans le cas oh le cbne positif a un intkieur, on voit que la rtductibilitk 
signifie que A(A - A) _ ’ envoie le c6ne positif privC de l’origine dans son 
intkieur. Dans tous les cas, une condition plus forte que l’irrkductibiliti: est 
que l’image de tout vecteur positif non nul est un point quasi intkrieur. 
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EXEMPLE. Pour retrouver dans une certaine mesure le lien de la 
definition technique avec la definition intuitive, considtrons l’espace %$(X) 
des fonctions continues et tendant vers zero a l’infini sur un espace 
localement compact X. Sur cet espace, A est rtductible si et seulement s’il 
existe un ensemble ferme non vide Fc X tel que si u s’annule en tout point 
de F, Au s’y annule aussi. 
Supposons d’abord en effect l’existence d’un tel ensemble F. On aura 
pour tout entier positif n, tout x E F et toute u qui s’annule sur F, 
A’%(x) = 0, 
et comme, pour tout A. > r(A), 




ce qui montre bien que A(1 - A) -I 24 n’est pas quasi inttrieur (exemple d) 
ci-dessus). Supposons maintenant A rtductible et soit i > r(A). Posons 
B= A(&A)-‘. 
I1 existe une fonction positive non nulle u E ‘;x,(X) telle que Bu s’annule en 
au moins un point; soit F l’ensemble (ferme) des zeros de cette fonction et 
posons encore Y = X - F. 
D’apres la relation 
AB=AB-A<,IB, 
ABu s’annule aussi sur F. 
Si w E [0, Bu], on a 
O<Aw<ABu, 
et par conequent Aw s’annule encore sur F. 
Enfin [0, Bu] est total dans V,,(Y) qui s’identifie, rappelons le aux 
fonctions de $&(0(x) qui s’annulent sur F, de sorte que si u est une telle 
fonction, Bv s’annule sur F par passage a la limite. 1 
Une caracterisation analogue, vraie dans les Lp, p tini, mais pas dans 
L”, sera vue au chapitre suivant. 
PROPOSITION 3. Soit X un espace localement compact. Tout opkrateur 
irrPductible sur go(X), espace des fonctions continues tendant vers z&o ci 
l’infini sur X, a un rayon spectral non nul. 
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Dkmonstrution. Soit A l’operateur en question, et posons: 
B=A(i,-A)~ ’ (2) 
ce qui revient a: 
A = /IB(z+ B) ‘. (2’) 
D’apres le thtoreme de l’application spectrale, il suffit de dtmontrer que le 
rayon spectral de B est non nul. 
Soit u une fonction continue, positive, non nulle, de support compact K. 
D’apres l’irreductibilite de A, Bu est strictement positive en tout point, 
done minor&e par un nombre strictement positif sur K. On a 
Bu>,mu avec m>O, 
puis, pour tout entier positif n, 
l/B”4 3 m”ll4, 
II B”lI ‘In 2 m. 
Le rayon spectral de B est au moins tgal a m d’aprb le theoreme de 
Gel’fand. 
Commentaire. La proposition se veritie facilement pour L” (se rappeler 
qu’un point quasi inttrieur est une fonction minoree par une constante 
strictement positive); c’est d’ailleurs un cas particulier de la proposition 
precedente a cause du theoreme de Kakutani. 
En sens contraire, Schaefer ([ 171 et [ 18, Chap. V, exercice 9, p. 3531) a 
donne un exemple d’operateur irreductible dans les Lp, p fini, dont le rayon 
spectral est nul. Je dtvelopperai ce contre-exemple dans un appendice parce 
que c’est un peu long. On ne sait toujours pas si tout operateur irrtductible 
compact a un rayon spectral non nul. De Pagter [7] vient de le dtmontrer 
dans le cas des espaces de Banach reticules. 
Abus de lunguge. Une forme lineaire sera dite strictement positive si elle 
prend des valeurs strictement positives pour tout vecteur positif non nul. 
PROPOSITION 4. Supposons que A soit irrkductible et que r(A) soit un 
p61e de sa rksolvante. Alors r(A) est non nul et c’est un p6le simple, tout vec- 
teur propre posit$ associk ti r(A) est quasi intkrieur et tout vecteur propre 
positifdu transposk A’ de A associk d r(A) est une forme strictement positive. 
Si de plus r(A) est de multiplicitt! finie, c’est une valeur propre simple. 
Remargue. I1 ne faut pas se faire d’illusion sur la conclusion “r(A) non 
nul”. Dans les applications, on ne voit pas trop comment on pourrait 
dtmontrer que r(A) est un pole saris obtenir par la m&me occasion qu’il est 
non nul. 
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D&monstration. On sait deja (proposition 2.2) qu’a r(A) correspond un 
vecteur propre positif x. Le transpose A’ veriliant les memes hypotheses 
que A, il a aussi un vecteur propre positif x’ associe a r(A). On a: 
A(&A)-‘x=r(A)[Lr(A)]-‘x. 
Ce vecteur Ctant quasi interieur, r(A) ne peut etre nul et x est aussi quasi 
inttrieur. 
Soit y positif non nul. On a encore 
O<(A(;~-AA)-‘~,X’)=(~,A’(~-A’)~‘~’)=~(A)[E.-~(A)]~‘(~,~‘) 
(l’intgalite en vertu de la proposition 2). D’ou il resulte que x’ est une 
forme strictement positive. 
Soient maintenant k, l’ordre du pole de la resolvante en r(A), Q le coef- 
ficient de (A - r(A))-kO dans le dtveloppement de Laurent de la resolvante 
de A et enlin P le rtsidus (c’est le projecteur spectral). On sait que: 
et que Q est positif (voir la demonstration de la proposition 2.2). Soit y 
positif tel que QJJ # 0, on a, puisque x’ est strictement positive: 
Mais si k, ttait strictement plus grand que un, on aurait 
(A’ - r(A))kop lx’ = 0 puisque x’ est vecteur propre de A’, une contradiction 
manifeste. 
11 reste a demontrer que si la valeur propre est de multiplicitt finie, cette 
multiplicite est un. Comme le pole est simple, cela revient a dire que le 
sous-espace propre est de dimension un. Ce sous-espace st l’image PE. 
Soit x un vecteur propre positif. Comme [0, x] est total dans E, P( [0, x]), 
qui est contenu dans [0, x] n PE est total dans PE. C’est dire que x est 
quasi interieur dans PE. En particulier, le cone positif de PE est total et par 
consequent (nous sommes en dimension finie) d’interieur non vide. Tous 
ses points sont interieurs (exemple a), compte tenu du fait que ce sont des 
vecteur propres). Ce n’est possible qu’en dimension un. 
COROLLAIRE 1. Si A est ir&ductible et r(A) est un p6le de sa rholvante, 
tout vecteur propre positif est associk Li la valeur propre r(A). 
Dkmonstration. Soit 1 une autre valeur propre et y un vecteur propre 
associe. On a, si x’ est un vecteur propre positif de A’ associe a r(A), 
(y,x’)=O. 
x’ etant strictement positif, y ne peut pas etre positif. 
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COROLLAIRE 2. Si A est irrtductible et r(A) une v&w propre isoke de 
multiplicitP finie, il existe un seul vecteur propre posittf de norme 1. 
(La demonstration utilise le corollaire 1.) 
A propos des probkmes aux limites elliptiques du second ordre 
On connait l’importance qu’il y a pour ces problemes a verifier que la 
valeur propre dominante est simple et unique et correspond a une fonction 
propre strictement positive, surtout en vue de l’etude de la stabilitl des 
equations d’tvolution correspondantes, lineaires ou non. La proposition 4 
et ses deux corollaires, appliques aux operateurs qui r&solvent ces 
problemes, fournissent les resultats voulus pourvu qu’on en vtrifie les 
hypotheses. Les rtsultats de regularite assurent qu’il s’agit d’operateurs 
compacts. 11 est en general facile de s’assurer que le rayon spectral est non 
nul, sauf evidemment dans le cas du probleme de Neumann, d’autant plus 
que dans les cas usuels on peut se ramener a un operateur auto-adjoint 
dans un espace de Hilbert. I1 ne peut done y avoir sur le cercle spectral que 
des valeurs propres de multiplicite linie. Reste l’irreducibilitt. 
D’apres les exemples qui suivent la definition 2, la validite d’un principe 
du maximum fort entraine l’irreductibilite des operateurs concern&. On 
sait que cette validite est assume sous des hypotheses tres faibles (Protter et 
Weinberger [14] pour le cas classique, Chicco [S] pour les problemes 
variationnels, y compris les problemes m&k). 
Revenant de l’operateur inverse a l’operateur differentiel, on est alors 
assure que sa plus petite valeur spectrale est strictement positive, simple et 
qu’il lui correspond un vecteur propre partout strictement positif (presque 
partout dans le cas des problemes variationnels). 
4. La propriPtt! (PF) (spectre pkriphkrique fini) 
Dans toute cette partie, et sauf mention contraire, E est un espace de 
Banach ordonne par un cone positif total et T un operateur lineaire 
continu sur E. 
Combinant les propositions 2.1 et 2.2, on trouve que si T est un 
operateur positif dont la resolvante n’a que des poles sur le cercle spectral, 
r(T) est une valeur propre associee a au moins un vecteur propre positif. 
Notons au passage que dans ce cas la proposition 1.1.1 et la remarque 
qui la suit assurent la convergence de la methode des puissances it&es 
pourvu que le vecteur initial soit convenablement choisi. Notons aussi que 
l’hypothese concerne le spectre peripherique, c’est-A-dire la partie du 
spectre qui est sur le cercle spectral. 
Supposons maintenant que T soit irrtductible et verifie l’hypothbse 
suivante: 
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(PF) Les seuls points du spectre situ& sur le cercle spectral sont des 
valeurs propres de multiplicite tinie. 
Nous savons alors, compte tenu de la proposition 3.4, que r(T) est une 
valeur propre simple et qu’il lui correspond le seul (a coeffkient pres) vec- 
teur propre positif. De plus, le vecteur propre correspondant de T’ est une 
forme strictement positive. 
Revenant a la mtthode des puissances itcrees, ce dernier point assure 
qu’un vecteur x0 positif non nul n’appartient pas a E, (notation de la 
proposition 1.1.1). I1 pourra done &tre pris avec sucds comme vecteur 
initial. Qui plus est, la convergence sera exponentielle. 
I1 y a done quelque inter&t a savoir verifier la condition (PF). Les 
operateurs compacts de rayon spectral non nul la possedent. Je ne connais 
pas d’autre rtsultat general, mais deux methodes permettent d’aborder 
certains cas. 
La premiere a CtC utilisee dans une situation analogue par Vidav [22]. 
Elle repose sur le: 
TH~OR~ME DE SHMULIAN. Soit A(u) un operateur compact dependant 
analytiquement d’un parametre u gut’ parcourt un ouvert connexe V de C. De 
deux chases l’une: 
(i) ou hien I- A(u) nest inversible pour aucune valeur de u 
(ii) ou bien [I- A(u)] ~’ est une fonction meromorphe sur V et ses 
coefficients de Laurent d’indice negattf en chaque pole sont des operateurs de 
rang fini. 
(Shmulian [ 191, Sanchez-Palencia [ 15, chap, 15, theoreme 7.1, 
pp. 315-3161. Sanchez-Palencia n’enonce pas la propriete de rang fini mais 
sa demonstration la donne.) 
PROPOSITION 1. Soient A et B deux operateurs lindaives continus sur un 
espace de Banach, B compact. Les seuls points du spectre de A + B exterieurs 
au disque spectral de A sont des valeurs propres isolkes de multiplicite finie. 
Demonstration. Soit 1 E p( A). On a 
A-(A+B)=(3,-A)[Z-R,(1) B]. 
Lorsque 1 tend vers l’infini, II&(A)l] tend vers zero et II&(jl) BIl aussi, il y 
a done en dehors du disque spectral de A des points ou I - RA(2) B est 
inversible. Le thtoreme de Shmulian aftirme alors que en dehors de ce dis- 
que [I-R, B] -‘, et par suite aussi R, +B = [I- R, B] ~’ R, sont des 
fonctions mtromorphes et que leurs coefficients d’indice negatif sont des 
operateurs de rang tini. C’est dire que les points du spectre sont des valeurs 
propres de multiplicite iinie. 1 
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On VOit que cette proposition assure la propriete (PF) a A + B si 
r(A+B)>r(A) 
(et seulement dans ce cas). 
Supposons A et B positifs et interessons nous a A + tB. Nous avons 
(Proposition 2.3): 
r(A + tB) 2 t r(B) 
et (PF) sera veriliee au moins pour 
t > r(A )/r(B). I 
L’autre methode pour verifier l’hypothbe (PF) repose sur le 
TH~OR~ME DE IONESCU-TULCEA ET MARINESCU. Soient B, et B, deux 
espaces de Banach tels que B, soit plonge duns B, de fagon continue. On sup- 
pose verifiee la propriete suivante: 
(Pl ) La houle unite de B, est fermee duns B,. (En d’autres termes, si 
(x,) est une suite contenue duns la bozde unite de B, qui converge duns B,, la 
limite appartient elle aussi a la boule unite de B, .) 
Soit aussi U un operateur lineaire continu de B, duns B, et de B, duns B, 
muni des trois proprietes suivantes: 
(P2) la suite (11 U’II 0) est bornee. 
(P3) il existe r < 1 et R reel tels que 
VXE B,, II uxll I d Ml I + Rllxllo 
(P4) l’image par U de tout borne de B, est relativement compacte 
duns B,. 
Sous ces conditions, U considere comme operateur sur B, a son spectre 
contenu duns le disque unite ferme et les points de ce spectre appurtenant au 
cercle unite, s’il y en a, sont des valeurs propres semi-simples de multiplicite 
,finie. 
(See Ionescu-Tulcea et Marinescu [9], Norman [13, pp. 43 ri 491.) 
Commentaire. U vixitie la propritte (PF) si son rayon spectral est tgal 
a un; il peut &tre strictement plus petit. 
111. LE CAS DES ESPACES Lp 
Une bonne partie des proprittes liees a la relation d’ordre dans les 
espaces Lp et la plupart de celles qui seront demontrees ici, pour ne pas 
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dire toutes, rksultent de l’existence de la valeur absolue et de son lien avec 
la norme. Ce lien s’exprime par la relation: 
Ifl 6 I gl * llfll G II 4. 
L’existence de la valeur absolue Cquivaut 21 celle du maximum et du 
minimum de deux fonctions. Nous poserons systkmatiquement: 
f+=max(O,f) et f -.. = max(O, -,f) 
et nous aurons 
f=f+-f-- 
Ifl =f' +f -. 
Si T est un optrateur positif et If I 6 g, il en rtsultera d’abord: 
puis 
Ensuite 
ITf I d Tlf I ,< Tg, (0.1) 
IlTf II d lITgIl. (0.2) 
lITI =su~{llVIl;.f3O et llfll = I}. 
En particulier la relation 
O<S<T 
(0.3 1 
entraine IISIl < 11 Tlj. 
1. Premitires pr0priPtP.Y 
PROPOSITION 1. Soit A un ophrateur intcfgral sur L” don& par 
02.i 2(.x, y) > 0 presque partout sur Xx X. 
Supposons que le transposk A’ de A admette une fonction propre 
positive g associte 21 une valeur propre s. Alors s est la seule valeur propre 
de module s. 
Dtimonstration. Nous allons montrer que A toute valeur propre de 
modules est associk un vecteur propre positif, elle sera done elle m&me 
positive. 
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Remarquons que, le noyau de A’ etant A( ~3, x), on a g(.u) > 0 presque 
partout. Soit ,fune fonction propre de A associee a la valeur propre E, = scfz. 
On a (relation 0.1) 
I4fl = dfl 6 A If 
et 
(4.fI - Al.fl, x> = .y( IfI, a> - (1.1’1, A’g) = 0. 
D’ou 
A I.fl = sIJ’I = IA,fl 
puisque g est strictement positive presque partout et slfl - Al,fl negative 
au sens large. I1 en resulte: 
Ii A”(& Y)f(Y) 44Y) = ~~(X~ YMY)l44Y) 
qui n’est possible que si f(y) = r’“lf(y)l presque partout. 
PROPOSITION 2. Le ruyon spectral d’un ophateur positif T sur Lp appar- 
tient ri son spectre. 
Dhonstration. 11 existe une suite (A,) verifiant 
* l&l > r(T), 
* lim,, -, I IL = r(T), 
* la suite des R(k,,) n’est pas born&e. 
I1 existe done une fonctionftelle que la suite des R(A,)fne soit pas non 
plus bornte dans Lp. En decomposant cette fonction sous la forme 
f=f'+ -f' +ifrr+-if,, ) 
on verifie qu’on peut la prendre positive. 
On a alors 
INk)f I= p*, ck+ “Tkf 9 c l&l ~ ‘“+“T”f=R(I;I,I)f, 
ce qui montre que la suite des R( IA,, ) x n’est pas bornee non plus et par 
consequent la limite r(T) des )A,,1 est dans le spectre. 
PROPOSITION 3 (monotonie du rayon spectral). Soient A et B deux 
op&ateurs sur Lp oPrzjiant 0 6 A d B. Alors r(A) d r(B). 
Dhonstration. On a lIAIl < llB]l et aussi, puisque A” < B”, llA”ll 6 IIB”Il, 
d’ou le resultat d’apres le theoreme de Gel’fand. 
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2. Les ideaux 
DEFINITION 1. On appelle ideal de Lp un sous-espace vectoriel I tel que 
x E I et 1 yl d lx] impliquent y E I. 
Remarque 1. La terminologie est celle des espaces de Banach reticules. 
Dans L” il s’agit bien des ideaux de l’algebre multiplicative (ce ne serait 
pas le cas dans %). Les Lp sont des modules sur L” pour la multiplication 
des fonctions et leurs ideaux en sont les sous-modules. 
Remarque 2. Avec u et G’, un ideal contient u +, u , max(u, u) et 
min(u, u). De plus, si w est positive, min (u, w) appartient aussi a l’ideal. 
Pour verifier qu’un sous-espace vectoriel est un ideal, il sufIit de verifier 
qu’avec une fonction il contient sa valeur absolue et avec une fonction 
positive J l’intervalle [O,f]. 
PROPOSITION 1. Soit I un ideal ferme de Lp ( 1 6 p < CC ). II existe un 
ensemble mesurable Y tel que: 
I = {u; u(x) = 0 pour presque tout x E Y}. 
Remarque 3. La proposition est fausse dans L’. Par exemple dans 
L”(0, 1) (mesure de Lebesgue) 
est un ideal fermt. 
{u; lim sup ess lu(x)l = 0) 
t: + 0 I.11 <I. 
Remarque 4. 11 est clair que tout ensemble I de la forme donde dans la 
proposition est un ideal ferme, que p soit fini ou non. m 
Le plus gros de la demonstration se condense dans un lemme qui 
generalise, sous une forme assez raflinee, l’existence de la borne superieure 
dans I&!. 
LEMME. Soit I un ideal de Lp ( 1 <p d 00) et B une partie de I majoree 
par une fonction .fE Lp. Alors B posdde une borne supdrieure, c’est-a-dire 
qu’il existe une fonction g E Lp telle que: 
VUEB, u(x) d g(x) presque partout 
et toute fonction h vertfiant Vu E B, u ,< h majore g. Si p est ,fini, g est dans 
I’adherence de I. 
Demonstration. Je me limite au cas p tini, l’autre s’en deduit (je signale 
que l’hypothese de a-linitude intervient de facon essentielle dans cet deduc- 
tion ). 
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Soit @ l’ensemble des parties finies de B. Chacune de ces parties a une 
borne suptrieure que nous noterons U, si z designe la partie en question. 
Posons 
S = inf (,I’- u,)” &; G( E @ 
1 
Choisissons une suite croissante de parties z(n) E @ telles que, en ecrivantf, 
pour hlt,)~ 
La suite des,f, est croissante et majoree. Posons 
g = lim .f;,. (2) I, - ^/ 
Montrons que g est la borne supirieure cherchee. On a d’apres (1 ), (2) et le 
thtoreme de Beppo Levi 
s 
(.f‘- g)" dp = s. 
Soit alors UE B. La fonction max(u,f,) est Cgale a uII avec fi= cz(n)u {u>. 
On a done 
s (f- max(u,f,,)Y & 3 S 
et en passant a la limite 
s (,f’- max(u, 8))” dp 3 S. 
Mais f - max(u, g) est plus petite quef- g, il faut done qu’il y ait tgalite 
dans l’inegalite ci-dessus et que les deux fonctions soient Cgales presque 
partout, puisqu’elles ont des integrales igales. On a done max(u, g) = g ce 
qui veut bien dire que g majore u. 
D’un autre cot&, une fonction qui majore B majore entre autres les j;, et 
par consequent leur limite g. 
D’apres la remarque 2, les f,, appartiennent a Z, done g a son adherence. 
Dkmonstration de la proposition 1. Soit ,f‘ une fonction strictement 
positive presque partout. Posons 
g = sup(min(f, 24); 2.4 E I) 
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ou, ce qui revient au m&me puisque avec une fonction Z contient sa valeur 
absolue: 
g= sup{min(f, 1~41); UCI}; 
g existe et appartient a I d’apres le lemme. Posons aussi: 
Y= [x;g(x)=O). 
D’apres cette construction, toute fonction appartenant a I s’annule presque 
partout sur Y. 
Reciproquement, montrons que si une fonction u s’annule presque par- 
tout sur Y, elle appartient a I. Comme 24+ et u s’annulent aussi sur Y, on 
peut supposer u positive. Considerons alors la suite de terme general 
min(u, ng). Elle croit et converge presque partout vers U, done elle converge 
vers u dans Lp; comme ses termes appartiennent a Z, il en est de meme de U. 
PROPOSITION 2. L’adhPrence d’un idPa est un idPal. 
DPmonstration. Soit Z un ideal et (x,) une suite convergente contenue 
dans Z et de limite x. Soit encore y tel que lyl d 1x1. 
On a aussi /x,J EZ et limIx,,I = /xl. On peut done supposer x positif. 
Montrons que y+ est dans l’adhlrence de I. On a 
limmin(y+,x,,)=min(y+,x)=y+. 
Or min(y+, x,) appartient a Z (remarque 2) d’ou la conclusion. Comme la 
m&me demonstration se fait avec y -, la proposition en resulte. 
PROPOSITION 3. Une condition nkcessaire et suffisante pour qu’un 
opkrateur positif sur Lp soit irkductihle est que les seuls idkaux fermb 
invariants soient (0) et l’espace entier. 
Demonstration. D’abord, soient T un operateur positif irreductible, Z un 
ideal fermi: non nul invariant par T, u un vecteur positif non nul appar- 
tenant a Z et entin t > r(T) tel que le vecteur 
v=T(t-T)-‘u= r ,;, t-kTkU 
soit quasi interieur. v appartient encore a Z et par suite l’intervalle [0, v] est 
contenu dans I. Comme il est total, Z est l’espace entier. 
Supposons au contraire qu’il existe u positif tel que, avec les notations ci- 
dessus, v ne soit pas quasi interieur. Appelons Z le plus petit ideal auquel v 
appartienne. C’est l’espace vectoriel engendrt par [0, v]. En effet, si un vec- 
teur w s’ecrit w = w, - w2 avec w, et w2 positifs, on a w+ d w1 et II- < w2. 
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Si done w appartient a l’espace vectoriel engendre par [0, v], sa valeur 
absolue aussi. 
Montrons que cet ideal est stable par T. I1 suffrt pour cell que I’image de 
[0, u] soit contenue dans I. Soit done w avec 0 d w d u. On a 
0 < Tw < TV = tv - Tu < tv. 
L’adherence de I est done un ideal ferme, non nul, distinct de l’espace 
entier et invariant par T. 
EXEMPLE. Soit A un operateur integral positif de noyau 2 sur Lp 
(1 <p < cu, l’hypothese p fini est essentielle). Une condition necessaire t 
suffkante pour que A soit irreductible est que pour tout ensemble 
mesurable Y tel que ni lui ni son complementaire ne soit de mesure nulle: 
En effet, cette condition signifie que 2 n’est pas nul presque partout sur 
Y x CY. Et ceci tquivaut a l’existence de fonctions u nulles sur Y telles que 
Au ne le soit pas. D’oti le rtsultat annonct compte tenu des propositions 1 
et 3. 
3. Stricte positivitP du rayon spectral 
Cette partie est consacrte a la demonstration d’un cas particulier du 
resultat de de Pagter. 
TH~OR~ME. Le rayon spectral d’un ophateur T sur Lp irkductible et dont 
une puissance T” est compacte est strictement positif 
Premihe 6tape: l’idkal B(u) 
Nous commencons par dtfinir quelques classes d’operateurs. C est l’en- 
semble des operateurs positifs qui commutent avec T. B+ est l’ensemble des 
operateurs positifs major& par un element de C; en d’autres termes 
B+ = (S&‘(LP);3R~CO&SdR}. 
I1 contient tvidemment C. 
B est l’espace vectoriel engendrt par B+. Un operateur lui appartient 
done s’il s’ecrit S, - S2 oh S, et S, appartiennent a I?‘. 
A4 est l’ensemble des multiplications par les fonctions mesurables com- 
prises entre 0 et 1. 
Pour toute u E Lp, nous allons demontrer que le sous-espace vectoriel 
B(u)= {Su; SE B} 
PROPRIbTkS SPECTRALES 411 
est un ideal invariant par T. Comme l’identite appartient a B, il ne sera nul 
que si 24 lui-m&me I’est. 
L’invariance par T est simple. Si SE B+, on a 
oti TR, comme R, appartient a C. 11 en resulte que si SE B, alors TS E B. 
Maintenant si m E M, on a 0 < m < I (cette propriete caracterise d’ailleurs 
M). Si de plus SE B+, on a aussi 
O<mS<S, 
ce qui fait que B est stable pour la multiplication a gauche par les elements 
de M. Ces derniers laissent done B(u) invariant. 
Remarquons maintenant que pour toute fonction u, on peut ecrire 
vi =m+v, V =m v 
ou m + (respectivement m - ) est la multiplication par la fonction qui vaut 
un la oti v est positive (respectivement egative) et zero ailleurs. 
I1 en resulte que si une fonction appartient a B(u), sa valeur absolue 
aussi. Soient maintenant u et w avec u E B(u) et 
On a 
w+ =mlul 
ou m est la multiplication par la fonction qui vaut w+(x)/lu(x)l la oh v ne 
s’annule pas et (par exemple) zero ailleurs. m appartient a M et le m&me 
raisonnement s’applique a w , ce qui fait que w +, w ~ et w appartiennent 
eux aussi A B(u). 
Deuxieme Ptape: construction d’une suite relativement compacte 
Choisissons une fonction positive non nulle o0 telle que u0 = FvO soit de 
norme un (c’est possible, car si T annulait une fonction positive non nulle, 
T en annulerait une aussi et ne pourrait done pas &tre irreductible). 
Choisissons aussi une boule ouverte U centree en u,, et assez petite pour 
que 0 ne soit pas dans l’adherence K de 7”U. D’apres la compacite de T”, K 
est un compact. 
Soit v E K. D’apres l’irrtductibilite de T, B(u) est dense. En particulier, il 
existe un operateur S(v) E B tel que S(v) u E 15’ et par suite un voisinage 
ouvert I’(v) dont l’image par S(u) est contenue dans U. Les V(u) formant 
un recouvrement ouvert du compact K, il existe un nombre fini de points 
580/72/2-I4 
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u, ,..., v, E K tels que V(u, ) ,..., V(v,) soit un recouvrement de K. Nous 
noterons Si pour S(0,). 
Pour toute u E K, il existe done un indicej compris entre 1 et n tel que 
TS,v E K. En partant de u,,, nous pouvons alors construire des suites de 
fonctions uk E K et d’indices j(k) telles que: 
Ukt I = T”S,,k,Uk. 
Fin de la dkmonstration 
Soit S un operateur appartenant a B. Par definition 
s=s+-s 
oti S’ et S appartiennent a B+, 
06s’ 6 R+, OdS <R 
oh R+ et R appartiennent a C. Si on pose alors R = R+ + R -, il vient: 
vu E L”, ISul 6 Rlul. 
Nous noterons R, I’operateur (positif et commutant avec T) qui correspond 
ainsi a Sj et c un majorant commun des normes des R,. 
Nous aurons: 
d’ou 
IUkl = ITS,(k)FS,(, I)“‘T”s,,,,4l 
d 7”R,o,T”Rj,, ,j”’ T“R,c,,lu,l 
= Tk”R,&,,k ,~“‘R;c,,l~ol, 
IjUkl~ < /I Tk”ll Ck. 
Designons par d la distance (strictement positive) de 0 a K. I1 vient 
1, y-k\,\1 I,kr, 2 &krC I ,‘, 
Ce qui montre enfin, d’apres le theoreme de Gel’fand, que le rayon spectral 
de T est au moins &gal a cm- “V. 
EPILOGUE 
La demonstration du theoreme est presente en pieces dttachtes dans ce 
qui precede, et l’assemblage n’est pas compliqut. 
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Supposons d’abord p tini. La condition (* ) signihe alors que T est 
irrtductible (exemple de la fin de 111.2). En consequence (theoreme du 
111.3) son rayon spectral est non nul. Les valeurs spectrales non nulles etant 
des valeurs propres de multiplicite linie, les propositions 11.2.1 et 11.2.2 s’y 
appliquent. Nous obtenons ainsi que Y(T) est une valeur propre et qu’il lui 
correspond une fonction propre positive. Elle est presque partout positive a 
cause de la condition ( * ). Le transpose a lui aussi ces proprittes ce qui per- 
met de veriher les hypotheses de la proposition 11.3.4. r(T) est done une 
valeur propre simple. 
Si p = co, T est le transpose d’un optrateur sur L’ veriliant les memes 
hypotheses et le theoreme s’obtient par transposition. 
Le supplement concernant le cas ou le noyau K est presque partout stric- 
tement positif est la proposition 111.1.1. 
APPENDICE 
Notons X le cercle R/Z muni de la mesure de Lebesgue. Nous allons 
travailler sur LP(X) avec p lini plus grand ou egal a un. La loi de groupe de 
X sera notte additivement. 
g est une fonction continue sur X (c’est-a-dire continue et periodique de 
periode un sur R) qui verilie: 
* g ne s’annule qu’en 0. 
c1 est un nombre irrationnel. 
On pose 
Au(t)=g(t)u(t+a). 
Nous allons montrer que A est irriductible et ensuite que son rayon 
spectral est nul. 
Soit Yc X mesurable et tel que si u s’annule sur Y, Au aussi. C’est dire 
que si t E Y, alors t E a + Y ou t = 0. Ceci entraine que Y est egal a a + Y a 
un ensemble de mesure nulle pres. L’irreductibilitt resulte alors du 
LEMME 1. Si Y est t!gaI ci a + Y ci un ensemble de mesure nulle prt?s, 
Y=Qr ou Y=X. 
DPmonstration. Soient c, les coefficients de Fourier de la fonction 
caracteristique de Y. Ceux de la fonction caracteristique de a + Y sont 
cnepZiRnu. 11s ne peuvent etre Cgaux pour n # 0 que si c, = 0. 1 
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La demonstration de quasi-nilpotence (rayon spectral nul) repose essen- 
tiellement sur un rtsultat classique en theorie des nombres. 
TH~OR~ME D%QUIR~PARTITION UNIFORME. Notons n,(t,k) le nombre de 
valeurs entihes j comprises entre 0 et k - 1 telles t +ja E [0, E]. On a, pour a 
irrationnel 
lim k-‘n,(t, k) = & uniformement en t. 1 
k-m 
Les references dont je dispose sont peu accessibles ou ne dtmontrent pas 
l’uniformite, je donnerai done infine une demonstration de ce theoreme. En 
attendant, demontrons que le rayon spectral de A est nul. 
On a 
k-1 
Aku(t)= n g(t+ja)u(t+ka). 
/=O 
I1 s’agit done de montrer que 
k 1 
lim sup fl g(t +a) 





Pk([) = 1 log dt +ja). 
/=O 
On a, pour E E 10, f], 
pk(f) < --n,(t, k) &-*> 
d’ou (theoreme d’equirepartition uniforme), pour 6 > 0 et k assez grand 
pk( t)/k 6 6 - l/E; 
ou, si on pose 
V6>0,3k,, k>k,*r,<e”e ‘lE 
d’ou enfin, pour tout E assez petit: 
lim sup rk de I”. 
k - 0~’ 
Le thtoreme de Gel’fand assure alors la quasi-nilpotence de A. 1 
Reste a dtmontrer le theoreme d’tquirepartition uniforme. 
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LEMME 2. Posons, pour route fonctionf 
k-l 
pk(fbkp’ 1 f(b) et f,(t) =f(t + s). 
j=O 
Pour toute f continue 
lim pk(.f,) = ,h) dt 
0 
uniformPment en s. 
Dt!monstration. Pour v # 0 
k- I 
kpk(e2i7wr) = 1 e2inyju = (1 _ e2invku)/( 1 _ e2inr,o) 
j=O 
(le dlnominateur n’est pas nul a cause de l’irrationnalite de a). Soit [FD, 
l’ensemble des polynomes trigonometriques de degre au plus N. On a: 
lim pk(e 
k-cc 
2invr) = s,’ e2invfdt 
uniformtment pour Iv1 6 N, done aussi 
lim p,JP) = s’ P(t) dt 
k-m 0 
uniformement sur la boule unite de P, pour n’importe quelle norme, en 
particulier celle du sup. 
Donnons nous maintenant une fonction continue f et un nombre stric- 
tement positif 6. D’apres le thtoreme de Stone-Weierstrass, il existe un 
polynome trigonometrique P tel que 
Ilf- PII < 6/3 (norme du sup). 
f, et P, verifient la m&me relation. D’autre part, a cause de la ptriodicite 
ju’ f(t) dt = jdL(t) dt. 
On a done 
+ s,’ p,(t) dt - Pk(ps) + bktp, -f,)l. 
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Le premier et le troisikme terme sont major&s par 6j3. Le troisibme tend 
vers z&o, uniformkment en J, quand k tend vers I’inhi. Le tout est done 
major& par 6 pour k assez grand. 1 
Pour terminer la dimonstration, notons x la fonction caract&-istique de 
[0, e] et soient f’et g deux fonctions continues vitrifiant 
I ;.f(t)&>c-6/2 
g(t)dt<E+S/2. 
Nous aurons pour tous k et t, 
/AU,) d k ‘dt, k) dUgr) 
et dt% que k est assez grand (indtpendamment de t) 
pk(.f;) 3 tz - 6 et Lfk(g,) <c + 6. 
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